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STATISTIKA
NEPARAMETARSKI TESTOVI

Parametarski test je baziran na odredenim pretpostavkama vezanim za
— parametre
— raspodelu populacije iz koje je uzorak

Validnost testova zacisi od pretpostavki

Neparametarski test ne ukljucuje nikakve preduslove u vezi populacije i parametara
populacije iz koje je uzorak.

— Ne zahtevaju precizna "merenja"” kao parametarski testovi.

— Neparametarskim se moZe povecati moc¢ jednostavnim povecanjem n.

[spituju i parametre i populaciju, razlike i sli¢no.
Cesto nemamo pretpostavke o raspodeli.

Prednosti neparametarskih testova:

1) Iskazi o verovatnoci - tacne verovatnoce bez obzira na oblik raspodele populacije
iz koje je uzorak.
— lIzvesno se pretpostavlja neprekidnost, ali to je i pretpostavka parametarskih.

2) Velicina uzorka mala nema alternative sem kad je raspodela populacije precizno
definisana.

3) Nekoliko podobnih neparametarskih za uzorke iz nekoliko razli€itih populacija.

4) Pogodni za podatke koji su rangirani, kao i ¢ije ocigledne numericke vrednosti
imaju snagu ranga (ordinalna skala).

5) Neparametarski se mogu primeniti i na podatke u nominalnoj skali (kvalitativni,
opisni podaci)

6) Obicno mnogo laksi za u€enje i primenu.

Nedostaci neparametarskih testova
1) Kada su sve pretpostavke parametarskog testa ispunjene u podacima
neparametarski testovi ¢esto gube informacije iz podataka (parametarski su jaci)
2) Jos uvek ne postoji neparametarski metod za testiranje interakcija u modelu
analize varijanse.
3) Zahtevaju viSe rada

Testiranje hipoteza na osnovu jednog uzorka - da li je uzorak magao doc¢i iz neke
poznate populacije.
* znacajna razlika u lokaciji (centralna tendencija) uzorka i populacije? - m
* znacajna razlika u frekvencijama? - f
* znacajna razlika izmedu posmatranih i ocekivanih proporcija? - p
* dalijeuzorakizvucen iz populacije odredenog oblika ili forme (kao
normalna, uniformna...)?

Testiranje hipoteza na osnovu dva uzorka - porede dva uzorka i ispituju da li su ta dva
uzorka doSla iz iste populacije.
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X° TEST

Test saglasnosti

Problem saglasnosti teorijskih rezultata vezanih za verovatnocu i stvarnih observacija.
Da li slu¢ajna promenljiva ima datu raspodelu?

H, - obeleZje X ima datu raspodelu

H, - obeleZje X nema datu raspodelu

Postupak:

1. Skup mogucih vrednosti za X podelimo u r disjunktivnih podskupova S1,S>,...Sr,

2. Oznacimo sa my, k=1...r, broj slu€ajnih proenjivih iz uzorka koji upadaju u skup Sk
3. Nekaje p, :{ X0 SK} verovatnoca da X S, - ove verovatnoc¢e dobijamo iz

pretpostavljene raspodele.
4. Sada koristimo statistiku (n - veli¢ina uzorka)

r _ 2
T=Z(m‘ ) e,
k=1

NPy

— Razlika izmedu stvarnih i o¢ekivanih frekfencija
5. Kriti¢nu vrednostodredujemo iz uslova

P{T > )(g} =@ - desnostrana

r0C = H, odbacujemo
rC = H, prihvatamo

Posmatra se razlika izmedu ocekivanih frekvencija iz raspodele i realizovanih u uzorku,
pa se na osnovu njih formira x 2 statistika

Test podobnosti modela

Potpuno poznavanje raspodele retko u praksi. Ce$éi izvestan broj nepoznatih
parametara.

Sve isto samo Sto p, ={ X4 SK} verovatnoca da X 0§, zavisi od nepoznatih

parametara.

r

:Zr:(n‘k _npk)2

. 2
. Xr -1-1
k=1 NP,

Korigovani stepeni slobode - umanjeni za broj nepoznatih parametara
1 - broj nepoznatih parametara koje treba oceniti na osnovu uzorka
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Tabela kontigencije - hipoteza o nezavisnosti obelezjaXiY

2

n.n,
n

cos [T

2

© X2

Da li se empirijksi dobijene frekfencije razlikuju od o¢ekivanih

ZADACI:

1. Naosovu 120 merenja vrednosti sluajne promenljive X dobijeni su sledeci podaci:
X110 1 2 3 4
f 8 26 50 27 9

Sa pragom znacajnosti 0.01, proveriti pretpostavku da X ima Binomnu raspodelu sa varijansom
jednakom 1.

Resenje:

X:B(np) 2 X:{012,..n
Ho: ,Xima B(n; p) raspodelu”

H;:,X nema B(n; p) raspodelu”

n=4 n=120 (obim uzorka) r=5 =?

o’ =npq=1

a=1-p X 0 1 2 3 4

1=4p(1-p) my 8 26 50 27 9

4p2 —4p+1=0 px | 0.0625 025 0375 0.25  0.0625
4++/16-16

Py, = T = p=05

r n
r= z (m< pk) X
i [N o
— U slucaju potpune podudarnosti ocekivane vrednosti sa empirijskom (dobijenom)
vrednost statistike bice 0; postoje slucajne fluktuacije u uzorku
— Pitanje koje se postavlja i koje se proverava je da li razlika u empirijskim i
ocekivanim frekfencijama znacajno odstupa od 0; da li postoji zn¢ajna razlika izmedu
empirijskog i oCekivanog
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n 4
p =P(X =k) :(kJ p“q"™*,k=0,1,2,3,4 P.=|, 0.5°[0.57%= 0.375
4 o 4 3 -3
Py =| ,|0-8'[0.87= 0.0625 p,=| ,[0-5 (057 = 025
4 1 -1 4 -4
p=|,|0808" =025 P, =| ,|0.5'[0.57= 0.062
2 ;
L~ (m=mp,) _(8-1200.0625 ( 26 120 035 ( 50 120 0.375
& nip, 1200D.0625 120 0.25 120 0.375
(27-12000.2% (9 120 0.0625
+ + =1.722
120(D.25 1201 0.0625
ma6b
P{r>x} =0.01 P{r<x}=099 = xi=1327
Xi

c= (13.272;'"00) r Jc= H, prihvatamo, tj. zaklju¢ujemo da X ima B (4; 0.5) .

2. Ispitati saglasnost podataka datih uzorkom sa Normalnom raspodelom, sa nivoom znacajnosti od 5%

X | 13) (35 (7)) (79  (911) (11,13)
m, | 5 16 30 29 13 7

ResSenje:

Ho:"Xima N (m, 0’2) raspodelu”

Hi:"Xnema N (m, 0’2) raspodelu”

- — NPy i
T:kZ:;(m(n[pk )

n=ka=1OO r=6 |=2 jer ocenjujemo Mi o°
k

. 2,2
'/Yr—l—l

A

m=i=12ka:ﬁ)(2t5+4ﬂ6+ 6136- 8129 1018 12

Ni=

6°=5"=6.2 =25




Fakultet Organizacionih Nauka
Laboratorija za Statistiku

Odredujemo nepoznate verovatnoce P, standardizacijom sluajne promenljive X, tj. preko:

X*:ij

p=P{l<X<3= {1 Tex <3—7} P{-2.4<X <-18=9(- 1.5-¢(- 24=

2.5 2.5
=1-¢(1.6)- I-@(2.4)F + 0.9452 @ 0.9918) 0.05

p,=P{3<X<g = {%<X <—} 0.1¢€

5-7 -7
=P{5<X <A =PI <X <—_\=0.2¢
Py = P{ } {2.5 25
—P{7<X<9}—P{7_7<X*<9_7}—029
Pa = " 25 25|~
9-7 11- 9
=P{9< X <1t =P{—< X < = 0.1¢
Ps = P{ } {2.5 2.5}
P =P{11<X <13 = P{ll 7<x*<13_7}:005
25 2.5

2
_(5-10000.0§" (16 1000096  ( 7 10D 0F5

=1.4
1000D.05 10010.16 100 0.05
tab
P(r>x2)=005 P(r<x})=095 =  x;=7.81
Xo-21

rlc= (7.815;+00) = H, prihvatamo

3. 0d 150 bacanja kockice pali su brojevi:

1 2 3 4 5 6
24 20 20 23 33 30
Testirati hipotezu o homogeosti kockice (Sve strane iste verovatnoce).

Resenje:

X : strana na kockici
Ho : "X ima ravnomernu raspodelu - svaka strana kocke je jednako verovatna”
H; : "X nema ravnomernu raspodelu”

r=6 n=150 I=0 a=0,0!
(m-mp)" .,
- Z . Xr—l
k=1 n |:lbk
1)? 1)?

(24 150%) (30 150%)

= +.. + 1 =576
150C% 1500
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mab
P{r>x}=005  P{r<xl}=095 = xi=11.07

X
C:(11.070;+00) rbc = H, prihvatamo

4. Testira se zavisnost odgovora 200 ispitanih kandidata na pitanje: X : “Da li pusite?”, Y: "Da li je
pusSenje Stetno?". Sa rizikom od 1% proveri da li postoji zavisnost izmedu odgovora, ako su dobijeni
sledeci rezultati:

Y “da” “ne”
X
"da" 80 80
"ne" 25 15
Resenje:
Ho {“XiY su nezavisni odgovori”}
H; {"XiY nisu nezavisni odgvori”}
Koristimo statistiku:
2 Y “da” llnell n
n, X -
n - . °l “da” 80 80 160
RN " n ) ‘ne’ | 25 15 | 40
r= ZZ n. *Xlr-1)(s-9) n,. 105 95 | 200
i=1 j=1 n . I

- Kada su zajednicke frekfencije jednake proizvodu marginalnih, obelezja su nezavisna

2 2 o
00209 (0 (5 3 (15 2
r=20 + + + =2

1600105 160195 108 40 2% 40

tab
Plr>x}=001  P{r<x}=099 = x= 66

2

Ale-y(2-y
c= (6.63;+00) rlic Ho prihvatamo.
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Test koraka

Testiranje slucajnosti uzorka

Ho - “Uzorak je slu¢ajan”
Izbor kriti¢ne oblasti zavisi od alternativne hipoteze

a. Hi“slucajnost uzorka je naruSena zbog monotonosti o¢ekivane vrednosti u populaciji”
Levostrana kriticna oblast P{ r< ZO} =a

b. Hi “slucajnost je naruSena zbog periodi¢nih promena oc¢ekivane vrednosti u populaciji”
Desnostrana kriti¢na oblast P{ r> ZO} =a

¢. Hi “uzorak nije sluc¢ajan”

Obostrana kriti¢na oblast P{|T| > Zo} =a
K-E(K
r= #: N (0,1)
Var (K)
E(K)="*2  var(k)="n=2)
4(n-1)

K - broj koraka

Testiranje jednakosti raspodela

Ho “oba uzorka su iz populacije sa istom raspodelom” ili
Ho “X1Y imaju istu raspodelu”

Hi “raspodele nisuiste” il
H; “Xi Y nemaju istu raspodelu”

r:i(K):N(O,l)
\ Var (K)
()= 2wy var(x) = D

n=n+n,

Kriti¢na oblast je levostrana P{ r< ZO} =a
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5. Izmerena su odstupanja u tezini jednog proizvoda u gramima.
12,11,7,10,6,4,18,11,8,9
Da li je posmatrani uzorak slucajan?

Resenje:

Ho : “Uzorak je sluc¢ajan”
Hj : “Uzorak nije sluc¢ajan”

r=——2_: N(0,)

n=10

Postupak za odredivanje broja koraka K:

19 Elemente uzorka poredamo u neopadajudi niz X
4,6,7,8,9,10,11,11,12,18

29 Odredimo medijanu po formuli:

Me =
l(Xln-'-xln
2 =

N — nenapHo

—+1
2 2

j . N—napHo

1,0, o1
Mezz(x5+x6)=§(9+10):9.5

- 1 akoje X< M,
30 Oznadimo sa Y = )
+ . &oje Xz M,

Vrednosti u uzorku zamenimo ovako definisanim vrednostima Y. U slucaju podatka iz ovog zadatka,
odgovarajuci niz Y je:
-ttt

40 Korak je broj nizova uzastopnih istih znakova. U naSem primeru K= 6

K _n+2 6 10+ 2
T= 2 = 2 =0
n(n-2)  [10(10- 2
4(n-1) 4(10- 3
P{lr|> 2} =a=0.05 P{r/<z}=0.95
tab
20 (z,)-1= 0.95= z,= 1.9t C =(~o0;~1.96) 0 ( 1.963)
N

T0c= Hy prihvatamo i zakljuc¢ujemo da je uzorak slucajan.
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6.

Ispituje se uzorak iz dve populacije A i B. Iz populacije A je izvucen uzorak X:
4,2,1,12,2,3,9,3,4,3,5,12

Iz populacije B je izvucen uzorak Y:
12,1,2,8,4,7,13,2,15,4,11, 2,17, 6, 20

Sa pragom znacajnosti 0.05 testirati hipotezu da populacije A i B imaju istu raspodelu.

Resenje:

Ho: “A i B imaju istu raspodelu”;
Hi: “Ai B nemaju istu raspodelu”

r-KZE(K) N(0,1)
var(K
E(K)=p=20 g2 20200, ) a3
n 12+15
(t-1)(u-2) _(14.33-3(14.33 p_

Var (K) = =6.32

n-1 (12+15-1

Odredujemo broj koraka K:
Poredamo vrednosti uzorka X i Y po veli¢ini

x3y2x2x5y12y3y8x10x6x8x9x1y5y10x11y14y6y4x7yllx4x12y9y7yl5ylyl3

Broj koraka K je broj nizova uzastopnih x - ovaili y - ona, tj. K=12
T =w3= -0.92
J6.32
P{r <z} =0.05 ®(+z)=0.05
tab
®(-z,)=0.95= -7,= 1.64> z,=~ 1.6.
N
C =(-w;-1.64)

T 0 c¢ = Hp prihvatamo
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W test - Mann-witney

Spada u klasu rang testova

Ho : “Oba uzorka su iz iste populacije” ili
Ho : “Obe populacije imaju istu raspodelu”

H; : “Uzorci nisu iz iste populacije”
_nhn,

W
r= 2 V12 :N(0;1)

) \/nan (nl + n2 +1)

W - porede se vrednosti [ i Il uzorka. Za svaki element I uzorka odreduje se broj “inverzija” -
broj elemenata Il uzorka koji su manji od te vrednosti. Najbolje je napraviti rang listu
zajednickih elemenata.

1’11>4-
1’12>4-
ni +nz; > 20

Kriti¢na oblast je levostrana P{ r< Wo} =a

7. Radi uporedivanja visine kosarkasa u dve lige, izabrano je, na sluc¢ajan nacin, 11 kosarkasa iz prve i
12 kosarkasa iz druge lige i dobijeni su podaci
Prvaliga: 1.98 2.31 2.25 2.07 1.89 2.13 2.22 2.01 1.86 1.95 1.84
Druga liga: 2.19 2.26 2.28 1.90 2.03 2.08 2.00 2.04 2.32 2.02 2.24 2.35
W-testom ispitati da li postoji razlika izmedu visina koSarkasa u ove dve lige, sa pragom znacajnosti
0,01.

ResSenje:

Ho : “Oba uzorka su iz iste populacije”
H1 : “Uzorci nisu iz iste populacije”

n=11>4
n2=12>4
n1+n2=23>20

_nhn,

r= 2 J12 :N(O;])

) \/nan (nl + n2 +1)

10
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Poredacemo po velicini sve vrednosti u oba uzorka i rangirati ih.

Rang Vrednost Uzorak
1 1.84 1
2 1.86 1
3 1.89 1
4 1.90 2
5 1.95 1
6 1.98 1
7 2.00 2
8 2.01 1
9 2.02 2
10 2.03 2
11 2.04 2
12 2.07 1
13 2.08 2
14 2.13 1
15 2.19 2
16 2.22 1
17 2.24 2
18 2.25 1
19 2.26 2
20 2.28 2
21 2.31 1
22 2,32 2
23 2.35 2

W=0+0+0+1+1+2+5+6+7+8+10=40

1102
A= _ 40-66_
r= = =-1.6
J11o2(1w 12 ) 264
tab
P{r<w}=a=001 ®&(-w)=099 = -w,=235= w,=-23
N

C =(—o0;-2.35)

T O ¢, prihvatamo hipotezu Hy i zaklju¢ujemo da uzorci poticu iz iste populacije.

NereSenim opservacijama sa istom vrednos¢u dodeljuje se prosek neresenih vezanih opservacija

Domacdi:

8. Prosecan broj greSaka u radu masine bio je 8. [zvrSena su merenja i dobijeni su rezultati:

Broj gresaka

Broj merenja

0-5
6-10
11-15
16-20
21-24

60

20

10
5
5

Da li se moze smatrati da broj greSaka ima Binomnu raspodelu?

11
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ResSenje:

Ho: "X ima B(n; p)
Hi:"Xnema B (n; p)

N =100 - obim uzorka n=24 E(X):nEp 24[(p=8 p:% 5(24;}j

r _n[pkz
,:;(mnm )

Nemamo nepoznatih parametara (p nije nepoznato dobili smo ga na populaciji jer je vrednost 8 iz
populacije) pa je 1=0

. 1,2
'/Yr—l

Mogucée vrednosti za X su: X = { 0,12,..., 2}4

U podacima je ovaj skup podeljen na podskupove:

s, ={ 01,2345}

s, ={ 678910

S, ={ 1112131415
S, ={ 1617181920}
S, ={ 21222324}

Za ove skupove odredi¢cemo odgovarajuée verovatnoce, na osnovu pretpostavke da H ima binomnu
raspodelu sa navedenim perametrima.

o5 16
-rvxon- S5 42

p3=P{XD53}:§ ?4 [ﬁ%j [ééjm—i

=1\ |

esont-£(198) 42
o6

i=21\_|

Ove verovatno¢e ¢emo traZiti aproksimacijom. Posto je NP =8 <10, aproksimaciju ¢emo izvrsiti

preko Puasonove raspodele sa parametrom A =8

Iz tablice za zbirove Puasonovih verovatno¢a imamo

12



Fakultet Organizacionih Nauka
Laboratorija za Statistiku

5 i
P1=P{X551}:ze_8 7 =0191
I_l(z) i 5 8i
p, = P{X 0S,} =) €’ T -2e” [-=0625
I1_50 8I I1_0O 8i
p, = P{X OS}} =€’ Bi—l—Ze‘8 G =01758
I;(c)) 8i I;;) 8i
p.=P{X DS} =2 e” [ -2,e" [1-=00081
I2_40 i IZ_OO 8i
ps=P{X OS} =D e? . e G = 00001
i=0 . i=0 :

(60-10000193° | (20-10000625 , (10-1000175°

10000191 10000625 10000175
_ 2 _ 2
, (5-100m0.0089° , (5-10010.000) 263138
10C[0.0081 10C[0.0001
tab

2\ — 2] _ _ — ;
P{r>x;} =005 p{r< x2} =095 _ y2=9488 c=(9.488:)
2
Xa
TLIC pa sa pragom znacajnosti 0.01 odbacujemo pretpostavku HO, tj. zakljutujemo da X nema

Binomnu raspodelu sa parametrima N=24i p = 5

9. Tri grupe studenata koji su u tri grupe za sluSanje pohadali vezbe iz matematike pokazali su sledeéi
uspeh na ispitu

grupa A B C uk
ocene

10 0 2 0 2

9 2 1 3 6

11 7 10 28

7 8 15 0 23

6 24 25 26 75

5 15 25 26 55

uk 60 75 65 200

ResSenje:

HO {“XiY su nezavisne”}
H1{"XiY nisu nezavisne”}
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2 2 2
o-Fe) (=), (= 50)
r=20 + o = 21,7t

602 75712 65166

tab
P{r>x} =005 P{r<x?}=095 = xZ=18.30

SESTCE
c= (18.307;'"00) rbc = HO odbacujemo

10. Izabrana je grupa od 20 studenata i zabeleZen je njihov broj osvojenih poena iz statistike
61 94 42 23 100 35 59 46 32 69 45 91 98 33 80 27 60 74 55 17

Sa pragom znacajnosti 0.05 testirati hipotezu da je uzorak slucajan protiv alternativne da postoj
odredena periodi¢nost u pojavljivanju broja poena.

Resenje:

17 23 27 32 33 35 42 45 46 55 59 60 61 69 74 80 91 94 98 100
1 1 ;
M, =§(x'lo+ X'1) :5(55+ 59 = 57

-t +-t+-t++-+--+-+--++ K=14

k_n+2 ,, 20+2
r=——2 = 2 =137
n(n-2) |20(20- 2
4(n-1) 4(20-13
tab
P{r >z} =0.050(z)=95= z,=1.64C =(1.64;+)
N

T c= HO prihvatamo i zaklju¢ujemo da je uzorak slu¢ajan.

14



